
1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÍà ïðîåêòå áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è, à òî÷íåå, èõ îñòàò-êîâ ïî ìîäóëþ n. Áûëî èçâåñòíî, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò èç ïîâòîðÿþùåé-ñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (â äàëüíåéøåì èìåíóåìîé ïåðèîäîì èëè ìàêðîïåðèîäîì).Âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ äëèíû ïåðèîäà n2. Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî ñëèøêîì ãðóáàÿîöåíêà. Îáû÷íî, äëÿ ìàëûõ n, äëèíà ïåðèîäà ñðàâíèìà ñ n. Âîçíèê âîïðîñ: íåëüçÿ ëèïîëó÷èòü áîëåå òî÷íóþ îöåíêó äëèíû ïåðèîäà.2 Óñòàíîâëåííûå �àêòûÂ ïðîöåññå ðàáîòû íàä ïðîåêòîì óäàëîñü óñòàíîâèòü ñëåäóþùèå �àêòû.1. Ìàêðîïåðèîä ñóùåñòâóåò.2. Îäèí ìàêðîïåðèîä ñîñòîèò èç îäíîãî, äâóõ èëè ÷åòûð¼õ ìèêðîïåðèîäîâ. (Ìèêðî-ïåðèîä - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë ìåæäó äâóìÿ íóëÿìè)3. Åñëè áðàòü îñòàòêè ïî ìîäóëþ p, òî p±1 = 0 (mod d). Ïðè÷¼ì, åñëè p îêàí÷èâàåòñÿíà 1 èëè 9, òî â �îðìóëå ñòàâèòñÿ çíàê - , à åñëè íà 3 èëè íà 7 òî +. (Çäåñü d -äëèíà ìèêðîïåðèîäà)3 Äîêàçàòåëüñòâà1. Óòâåðæäåíèå. Ìàêðîïåðèîä ñóùåñòâóåò.Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îñòàòîê îò äåëåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò äåëèòåëÿ, òî îñòàòêîâîò äåëåíèÿ íà n ìàêñèìóì n. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî âñåõïàð ÷èñåë n2. Âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà¼òñÿ îäíîé ïàðîé ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë.Ïåðâàÿ ïàðà ïðè ëþáîì n - 1,1. Ñëåäóþùàÿ, ïàðà - 1,(1+1). Îíà ëèáî ñîâïàäàåòñ ïåðâîé (â ýòîì ñëó÷àå è äàëüøå áóäóò íàáëþäàòüñÿ ïîâòîðåíèÿ), ëèáî íå ñîâ-ïàäàåò. Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïàðó. Åñëè îíà òîæå íå ñîâïàäàåòíè ñ îäíîé èç ïðåäûäóùèõ, òî ñëåäóþùóþ. Ïîñêîëüêó âñåãî ïàð îãðàíè÷åííîåêîëè÷åñòâî, òî êîãäà íèáóäü îíè çàêîí÷àòñÿ è íîâàÿ ïàðà ñòàíåò îáÿçàíà ñîâïàñòüñ îäíîé èç ïðåäûäóùèõ.2. Óòâåðæäåíèå. Îäèí ìàêðîïåðèîä ñîñòîèò èç îäíîãî, äâóõ èëè ÷åòûð¼õ ìèêðîïå-ðèîäîâ. (Ìèêðîïåðèîä - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë ìåæäó äâóìÿ íóëÿìè)Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæèò ïåðèîäû. Äëÿ îïðå-äåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðèîä íà÷èíàåòñÿ ñ ïåðâîãî ÷èñëà ïîñëå íóëÿ.Òîãäà ñõåìà ìàêðîïåðèîäà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1, 1, ..., a, 0, a, a, ..., a2, 0, a2, a2, ..., a3, 0, a3, a3, ..., a4, 0, ...�àññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ. 1



(a) a=1Â ýòîì ñëó÷àå ó íàñ âñåãî îäèí ìèêðîïåðèîä.(b) a 6= 1Â ýòîì ñëó÷àå, ïðèìåíÿÿ �îðìóëó u2
n = un−1 · un+1 + (−1)n+1 äëÿ íà÷àëàâòîðîãî ìèêðîïåðèîäà, ïîëó÷èì, ÷òî a2 = (−1)n+1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a2ðàâíÿåòñÿ ëèáî 1, ëèáî -1, ñëåäîâàòåëüíî, a4 = 1, ñëåäîâàòåëüíî, áîëüøå÷åòûð¼õ ìèêðîïåðèîäîâ áûòü íå ìîæåò. Äîêàæåì, ÷òî íå ìîæåò áûòü òð¼õìèêðîïåðèîäîâ. �àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.i. a2 = 1 Ýòî çíà÷èò, ÷òî ó íàñ âñåãî äâà ìèêðîïåðèîäà.ii. a2 = −1 ⇒ a3 = −a 6= 1 Â ýòîì ñëó÷àå ó íàñ ÷åòûðå ìèêðîïåðèîäà.Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî áûâàåò òîëüêî îäèí, äâà èëè ÷åòûðå ìèêðîïå-ðèîäà.3. Óòâåðæäåíèå. Åñëè áðàòü îñòàòêè ïî ìîäóëþ p, òî p ± 1 = 0 (mod d). Ïðè÷¼ì,åñëè p îêàí÷èâàåòñÿ íà 1 èëè 9, òî â �îðìóëå ñòàâèòñÿ çíàê - , à åñëè íà 3 èëè íà7 òî +. (Çäåñü d - äëèíà ìèêðîïåðèîäà)Äîêàçàòåëüñòâî.Ëåììà: Ca

p

...p, åñëè p - ïðîñòîå(0<à<p). Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î÷åâèäíî.Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé N-ãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, áèíîìîì Íüþòîíà, ìà-ëîé òåîðåìîé Ôåðìà è äàííîé ëåììîé, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî
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2 (mod p). (1)Àíàëîãè÷íî äëÿ up+1 ïîëó÷èì, ÷òî
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2 ñðàâíèìî ñ 1 èëè -1 â çàâèñèìîñòè îò p. Åñëè îíî ðàâíî 1, òî up = 1è up+1 = 1, ñëåäîâàòåëüíî, up−1 = 0, ñëåäîâàòåëüíî, ìèêðîïåðèîä ÿâëÿåòñÿ äåëè-òåëåì p-1. Åñëè îíî ðàâíÿåòñÿ -1, òî up+1 = 0 è ìèêðîïåðèîä ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåìp+1. Äîêàæåì, ÷òî ïåðâûé ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ ïðè p mod 5 ðàâíûì 2 èëè 3, à2



âòîðîé - ïðè 1 èëè 4. ×òîáû ïîíÿòü, ïðè êàêèõ p âûðàæåíèå 5
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2 ñðàâíèì ñ 1 èëè-1, âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé
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= −1, òî p=2 èëè 3 ïî ìîäóëþ 5.Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà up = −1, à up+1 = 0, òî åñòü, êîãäà p äà¼ò îñòàòêè2 è 3 ïðè äåëåíèè íà 5, êîëè÷åñòâî ìèêðîïåðèîäîâ êàê ìèíèìóì äâà, òàê êàêïåðâûé ìèêðîïåðèîä íà÷èíàåòñÿ ñ åäèíèöû, à ñëåäóþùèé ïîñëå up+1 íà÷èíàåòñÿ,î÷åâèäíî, ñ -1.4 Êàðòèíêè ÍåðåòèíàÊàðòèíêîé Íåðåòèíà íàçîâåì êâàäðàò n*n ñ îòìå÷åííûìè â íåì òî÷êàìè ñ êîîðäèíà-òàìè âèäà (uk,uk+1), ãäå uk è uk+1- ÷ëåíû èññëåäóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Áûëî çàìå÷åíî, ÷òî íåêîòîðûå êàðòèíêè îáëàäàþò ÿâíîé ñèììåòðèåé. Íàïðèìåð,êàðòèíêè äëÿ ìíîãèõ n, êðàòíûõ 5, îáëàäàþò ñäâèãîâîé ñèììåòðèåé íà âåêòîð (n/5, 3n/5).Åñòü ãèïîòåçà, ÷òî ýòî âåðíî äëÿ âñåõ, êðàòíûõ ïÿòè, ÷èñåë êðîìå òåõ, â ðàçëîæåíèèêîòîðûõ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè åñòü ïðîñòîå âèäà 5n+1.Áûëà äîêàçàíà ñèììåòðèÿ äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë ñ ìèêðîïåðèîäîì 2 èëè 4, êîòîðàÿÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòíîé ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî öåíòðà.Äîêàçàòåëüñòâî. Â îáùåì âèäå ìàêðîïåðèîä èìååò ñëåäóþùèé âèä:
1, 1, ..., a, 0, a, a, ..., a2, 0, a2, a2, ..., a3, 0, a3, a3, ..., a4, 0, ...Â ñëó÷àå äâóõ ìèêðîïåðèîäîâ a = −1, ñëåäîâàòåëüíî ïåðèîä èìååò ñëåäóþùèé âèä:

1, 1, 2, ...,−2, 1,−1, 0,−1,−1,−2, ..., 2,−1, 1, 0, 1, 1èëè (òî æå ñàìîå)
1, 1, 2, ..., p − 2, 1, p − 1, 0, p − 1, ð− 1, ð− 2, ..., 2, p − 1, 1, 0, ...Êàê âèäèì, äëÿ êàæäîé ïàðû èìååòñÿ òðè ñèììåòðè÷íûõ, êðîìå ïàð (1,0),(0,1),(p-1,0),(0,p-1), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èñêëþ÷åíèÿìè è íå èìåþò ñèììåòðè÷íûõ. Â ñëó÷àå ÷å-òûð¼õ ìèêðîïåðèîäîâ äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî(a2 = −1).
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5 Ïðèìåðû êàðòèíîê Íåðåòèíà

Ïðèìåð ñäâèãîâîé ñèììåòðèè. n=35

Ïðîñòî êðàñèâàÿ êàðòèíêà. n=227.
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